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Hellmann’s Pseudopotential Method

I. Theoretical Basis

The quantum mechanical assumptions inherent in Hellmann’s pseudopotential method (,,Kom-
biniertes Néaherungsverfahren®, KN) for a simplified treatment of core electrons are analyzed on the
basis of the open-shell Roothaan theory. The problem of the subsequent treatment of correlation
effects is touched. The following three approximations are the most critical ones: 1. the pseudo-
potential operator of a molecule is a sum of constant atomic terms; 2. the atomic pseudopotential
operator can be approximated by a local model potential which depends only on the angular momentum
of the AO on which it acts; 3. in the two electron part of the SCF valence shell Hamiltonian the
orbitals can be replaced by the pseudoorbitals. The substantial errors arising from these assumptions
will compensate to a large degree if an appropriate effective potential is used. Thus one can presumably
calculate the binding and excitation energies of atoms and lighter molecules to an accuracy of a few
kcals. The applicability to heavy and very strongly ionic compounds has not been demonstrated.
Procedures for performing KN calculations are given.

Die quantenmechanischen Voraussetzungen des auf Hellmann zuriickgehenden ,,Kombinierten
Niherungsverfahrens® (KN) zur vereinfachten Beriicksichtigung der inneren Schalen werden auf
der Grundlage der Offenen-Schalen-SCF-Theorie behandelt; auf das Problem der nachtriglichen
Beriicksichtigung der Korrelationseffekte wird hingewiesen. Die Untersuchung der Fehlereinfliisse
der einzelnen Néherungsannahmen zeigt, dafl folgende drei von wesentlicher Bedeutung sind: 1. Der
Pseudopotentialoperator fiir ein Molekiil 146t sich additiv aus konstanten Anteilen fiir die einzelnen
Atomriimpfe aufbauen; 2. Der Pseudopotentialoperator ¢ines Atomrumpfes kann durch ein von der
Neben-, nicht aber mehr von der Hauptquantenzahl des betrachteten Orbitals abhéngiges lokales
Potential ersetzt werden; 3. Der Zweiteilchenoperator der Valenzelektronenhiille kann statt mit den
auf dem Rumpf orthogonalen Hiillenorbitalen auch mit den Hiillenpseudoorbitalen berechnet werden.
Die daraus resultierenden, z. T. betrichtlichen Fehler kompensieren sich weitgehend, so daf3 zu
erwarten ist, daB die Bindungsenergien von kleineren Systemen auf einige kcal genau berechnet
werden kdnnen. Die Anwendbarkeit des KN auf stark heteropolare und Schweratomverbindungen
ist nicht immer gesichert. Vorschriften zur numerischen Durchfithrung des KN werden angegeben.

Les hypothéses de mécanique quantique inhérentes a la méthode du pseudo-potentiel de Hellmann
(,Kombiniertes Naherungsverfahren“, KN) pour le traitement simplifié des électrons de coeur sont
analysées sur la base de la théorie des couches ouvertes de Roothaan. On discute le traitement des
effets de corrélation qui en résulte. Les trois approximations suivantes sont les plus critiquables:
1.Topérateur pseudo-potentiel d’une molécule est la somme de termes atomiques constants; 2. lopéra-
teur pseudo-potentiel atomique peut &tre approché par un potentiel local modéle qui ne dépend que
du moment angulaire de I'orbitale atomique sur laquelle il agit; 3. dans la partie biélectronique de
I'hamiltonien SCF de la couche de valence les orbitales peuvent étre remplacées par les pseudo-
orbitales. Les erreurs importantes résultant de ces hypothéses seront largement compensées si I'on
utilise un potentiel effectif approprié. On peut ainsi sans doute calculer les énergies de liaison et d’excita-~
tion des atomes et des molécules légéres avec une précision de quelques kilocalories. L” applicabilité &
des composés lourds et fortement ioniques n’a pas été démontrée. On donne des procédés pour effectuer
des calculs KN.
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A. Einleitung

Die in den dreiBiger Jahren auf der Grundlage statistischer Vorstellungen
fast gleichzeitig von Hellmann [32, 33] im Rahmen von Molekiilrechnungen und
von Gombas {237 im Rahmen der Festkdrperphysik zur vereinfachten Beriick-
sichtigung der Rumpfelektronen vorgeschlagene Pseudopotentialmethode hat
erst in neuerer Zeit verbreiteteres Interesse gefunden. Dies gilt speziell fiir das
sog. ,,Kombinierte Naherungsverfahren* (KN) von Hellmann [32, 33].

Im Gegensatz zu anderen theoretischen und halbtheoretischen Methoden
wird hier von der wesentlichen Erfahrung der chemischen Ahnlichkeit der
Elemente einer Familie des Periodensystems Gebrauch gemacht: Der effektive
Hamiltonoperator wirkt nur auf die Valenzelektronen, ein sog. Pseudopotential
beriicksichtigt alle Einfliisse der Riimpfe, insbesondere das Pauliprinzip beziiglich
der Rumpfelektronen, so daB nicht nur die Elektronenzahl des Problems drastisch
reduziert wird, sondern auch die bei expliziten Rechnungen unangenehmen
Nebenbedingungen der Orthogonalitit der Valenzorbitale auf den Rumpf-
orbitalen wegfallen. Man kann dann mit einer recht kleinen und fiir alle Glieder
einer homologen Reihe gleichen Funktionenbasis auskommen.

In der vorliegenden Arbeit sollen im Abschnitt B die Theorie des KN, die
zugrundeliegenden Niaherungsannahmen und seine Fehlerquellen, im Abschnitt C
einige bei der numerischen Durchfiihrung zu beriicksichtigende Gesichtspunkte
behandelt werden. In folgenden Arbeiten werden sich daraus ergebende Fragen
nach der numerischen Gré8e der Fehler untersucht und die Methode zur Be-
handlung chemischer Fragen herangezogen.

B. Die Theorie des Kombinierten Niiherungsverfahrens

Die rein quantenmechanische Begriindung der Besetzungsverbotoperatoren
ohne Zuhilfenahme von statistischen Modellvorstellungen, und zwar innerhalb
der Hartreeschen Atomtheorie, geht auf Fényes * [20] zuriick. Diesen Gedanken
hat spiter Szépfalusy [64] im Rahmen der Hartree-Fock-Theorie sauber durch-
gefithrt. Aber erst nachdem Phillips und Kleinman [51] im sehr einfachen Rahmen
einer Einelektronentheorie diese Ideen publiziert und wie auch schon Gombas
(vgl. Lit. [26], S. 86) und Anton¢ik [3] in der Festkorperphysik angewendet hatten,
wurde ihre Bedeutung erkannt. Heine u. Mitarb. [4, 16] haben dann eine elegante
Ableitung fiir verallgemeinerte Besetzungsverbotoperatoren gefunden und Néhe-
rungen dafiir diskutiert. Die Erweiterung auf Atome mit offenen Schalen stammt
von Hazi und Rice [30]. Den Zusammenhang mit der statistischen Elektronengas-
theorie haben Gombas und Kisdi [25] aufgezeigt.

Fine erste quantenmechanische Begriindung der Kombinierten Néherungs-
methode fiir Zweivalenzelektronenmolekiile im Rahmen der Hartree-Methode
haben Szasz und McGinn [61] gegeben. Hierauf aufbauend sollen unter Ver-
wendung der Offenen-Schalen-Theorie von Roothaan [53] die Voraussetzungen
des KN moglichst vollstindig und systematisch formuliert werden; insbesondere
sollen die Niheruhgsannahmen begrindet, ihr FehlereinfluB abgeschitzt und
Korrekturméglichkeiten angegeben werden.

1 Jch danke Herrn Professor Gombds fiir eine deutsche Ubersetzung dieser Arbeit.
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Um zu einem handlichen Pseudopotential-Formalismus zu gelangen, werden
zunidchst fiinf Naherungen eingefithrt: Born-Oppenheimer-Néherung, Rumpf-
separierbarkeit, nichtrelativistische Naherung, SCF-N&herung mit nachtriaglicher
Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation, lokales Potential fiir den Rumpf-
Hiillen-Austausch-Operator. Diese Approximationen, deren Fehlereinflul gering
ist, werden im Anhang A diskutiert.

Im Abschnitt B1 wird dann das molekulare Pscudopotential abgeleitet.
In den folgenden Kapiteln werden weitere Vereinfachungen untersucht, die erst
die Anwendung dieses Formalismus sinnvoll machen: in Abschnitt B2 die Kon-
stanz der Atomriimpfe, in Abschnitt B3 die Annahme, daB sich der effektive
Potentialoperator eines Molekiils additiv aus konstanten Atomrumpf-Beitrdgen
zusammensetzt. In Abschnitt B4 wird diskutiert, inwieweit der ,,selbstkonsistente®
Charakter des effektiven Potentials vernachlissigt werden kann. In Abschnitt B 5
wird gezigt, da3 die u. U. betrichtlichen Fehler, die von den letzten beiden An-
nahmen herriihren, bei einer vereinfachten Berechnung der Innerhiillen-Elek-
tronenwechselwirkung weitgehend kompensiert werden.

B1. Ableitung des molekularen Pseudopotentials

Wir behandeln also im folgenden ein atomares oder molekulares System
mittels der Offenen-Schalen-Theorie von Roothaan [53]. Anders als Hazi und
Rice [30] wollen wir die Version mit nur einem Fock-Operator fiir besetzte und
unbesetzte Orbitale heranziehen, da sie zu einem einfacheren Formalismus fiihrt:

Fliy=¢gli), (1
9’=ﬁ+Zfi(2Ji—7/i+[li><il,/V]+)—/V, 2

wobei l
W= f T Qut,— BH;) G)

bedeutet. Skript-Typen bezeichnen nichtlokale Operatoren. Die Bedeutung der
Indizes sei folgende:

i beliebiges MO,

j beliebiges Hiillenorbital

k besetztes Hiillenorbital

n offenes Hiillenorbital

r lokalisiertes Atomrumpforbital einer vollbesetzten K-, L-, ... Schale.

Weiterhin sind «, § und f die Roothaan-Koeffizienten, die fiir abgeschlossene
Schalen die Werte = =0, f =1 haben; esistalso f,= fy,=1und f,=f. A ist
der fiir offene Schalen charakteristische Kopplungsoperator, der fiir ein abge-
schlossenes System verschwindet.

Zunéchst sind die Rumpf-MOs von Gl. (1) delokalisiert. Um spiter von der
Transferierbarkeit der Atomriimpfe Gebrauch machen zu kénnen, wollen wir
von den kanonischen zu lokalisierten Orbitalen itibergehen, die den Rimpfen
der freien Atome moglichst dhnlich sein sollen. Dabei sind zwei Delokalisierungs-
ursachen zu unterscheiden.

1. Bei Molekiilen mit mehreren gleichen Atomen, besonders solchen in
chemisch dhnlicher Umgebung, erhilt man mehrere schwach aufgespaltene, stark
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delokalisierte MOs als Linearkombination der entsprechenden entarteten
Rumpf-AOs. Durch eine unitire Transformation der vollbesetzten Rumpf-MOs,
die & invariant 14Bt, gelangt man zu den SCF-Gleichungen fiir die lokalisierten
Rumpforbitale r:

eg7|r> = Z r]r,r' |T/> H (4)

wobei wir fiir r, 7 am gleichen Atom 7, ,, =0 annehmen kénnen. Um die GroBe
der Ubrigen 7, abzuschitzen, wurden einige kanonische Molekiil-SCF-Funk-
tionen [45] lokalisiert. Dabei ergab sich als Regel (zumindest fiir leichtere Ele-

mente)
Ner’ < 10_3 l/ e " Ny - (5)

Der Unterschied von g, und #,, ist durchweg noch geringer.

Wegen der Orthogonalititsbedingung enthalten zwar auch die lokalisierten
Rumpforbitale noch Koeffizienten von benachbarten AOs. Diese sind aber sehr
klein (im Falle der L6wdin-Orthogonalisierung in der Regel unter 10~ %); auBerdem
ist der Effekt nur als formale Delokalisierung zu interpretieren 2.

2. Von viel gréBerer Bedeutung ist aber ein Effekt, der auftritt, wenn ein
schwach geladener, ausgedehnter und ein stark positiver, kleiner Atomrumpf
benachbart sind, d.h. speziell bei stark polaren Verbindungen von schweren
Elementen. Betrachten wir als Beispiel RbF oder SrO (SCF-Funktionen s.
Lit. [45]). Hier iiberlappen die 4s- und 4p-AOs des freien Metallatoms, die man
zum Rumpf zihlen wird, nicht nur iiberdurchschnittlich stark mit den Orbitalen
von O bzw. F, sondern die entsprechenden Orbitalenergien sind auch von gleicher
GréBenordnung wie die der 2s- und 2p-Valenz-AOs des Anions. Die Folge ist,
daB die héchsten kanonischen ,,Rumpf“-MOs neben den Metall-AOs der N-Schale
betrichtliche Anteile von Valenzorbitalen des Anions enthalten (mit MO-
Koeffizienten von z. T. iiber 0,1). Umgekehrt sind die kanonischen Hiillen-MOs
aus lokalisierten Metall-Rumpf-AOs mitaufgebaut.

Um die oben definierten Atomrumpforbitale zu erhalten, miissen wir also
auch einige der kanonischen MOs in die Transformation einbeziehen, die man
tiblicherweise zur Hiille zihlen wiirde . Wir erhalten dann das folgende System
von SCF-Gleichungen*:

‘97|r> = Z nrr’lr,> + ; 19rk|k> H (6)
Flk> =3, 9alr> + Lelk> 5 ™
Flny=0ind, (=e). ®)

Die orthonormierten Funktionen |r) sind jetzt simtlich lokalisierte Rumpf-AOs.
Wihrend sich die #-Matrix im allgemeinen um weniger als 1%,, von der Rumpf-

2 Beziiglich der nur formalen Natur dieser Delokalisierung vgl. die Bemerkungen von Schwarz,
Theoret. chim. Acta (Berl.) 7, 358 (1967) und McWeeny, Theoret. chim. Acta (Berl.) 10, 15 (1968).

3 Dabei ist vorauszusetzen, daB die in Frage kommenden Hiillen-MOs vollbesetzt sind. Das
wird aber, besonders fiir Grundzustinde, in der Regel zutreffen, da es sich gerade um die energetisch
tiefstliegenden Valenz-MOs handelt.

4 Die §,, sind reell angenommen (3, = 3,).
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e-Matrix von Gl (1) unterscheidet, kénnen die Rumpf-Hiillen-Kopplungs-
groBen 3, von der GréBenordnung 0,1 ¢, sein.

Spiter sollen die Atomrimpfe im Molekiil nicht mehr explizit behandelt
werden. Insbesondere wollen wir uns von der Orthogonalititsbedingung der
Valenzorbitale auf den Riimpfen freimachen und zu ,Hiillenpseudoorbitalen

> =b,li>+ Y a,lr ©)

libergehen, wobei die a,;, b; abgesehen von der Normierungsbedingung <j|j> = 1
beliebig sein konnen. Fiir diese Pseudoorbitale suchen wir nun ein Fock-Gleichungs-
system mit diagonaler Matrix der Lagrange-Multiplikatoren, d. h. Ausdriicke fiir
¢; [/>. Diese erhilt man am einfachsten, indem man [i> durch Gl. (9) substituiert
und fir die |j> und |r) die Gln. (6-8) und die Bezichungen

iy =ay, Gl =b; 65 (10)
beriicksichtigt, z. B. fiir |k):

Glky = b lulk> + 3. anlilrd
=bF k)~ z biSlry + z ap >+ Y a,k(ffw - Znnflr’> —~ z s,k,|k'>>

|k>+Z!F>Ck<rIk> er>f7n<r|k> Zlk>9m<rlk> er>9m<k’|k>
11

Fir die |y erhélt man eine analoge Bezichung. Somit lassen sich die SCF-Glei-
chungen fiir die Pseudoorbitale folgendermaBen schreiben:

G =17+ T Cdr =) <= S0l <K+ > G} D=4, (12

Die beiden zusitzlichen Summen stellen eine Verallgemeinerung des Fényes-
Szépfalusy-Phillips-Kleinman-Potentials [3, 20, 26, 51, 64] dar. Das System der
SCF-Gleichungen (6) und (12) liefert uns also Rumpf-AQOs sowie Hiillen-Pseudo-
MGOs, bei denen die Orthogonalitit auf dem Rumpf keine Rolle mehr spielt. Hier
sind zwei Bemerkungen notwendig.

1. Die Gleichungen stellen nur eine kompliziertere Schreibweise der Fock-
Gleichungen fiir teilweise nichtorthogonale Funktionen dar. Sinnvoll werden
sie erst dadurch, daB sich %; in guter Ndherung stark vereinfachen 148t.

2. Die Eigenfunktionen von %; sind nicht eindeutig bestimmt. Entsprechende
Nebenbedingungen lassen sich implizit durch Auswahl eines numerischen
Rechenverfahrens > oder durch lokale Néherungsausdriicke fiir die Zusatzglieder
einfiihren. Die Unbestimmtheit der |j> gestattet es, in einem weiten Rahmen nach
besonders einfachen Rechenmethoden zu suchen; es ist auch der Grund fiir die
recht geringe Unempfindlichkeit der Ergebnisse gegen die spezielle Wahl einer
Naherungsformel fir #;* (vgl. [55]).

5 Diesist bei den von Szasz [62] berechneten Pseudoorbitalen und -potentialen zu bedenken. Die
Nebenbedingung steckt hier im Verfahren der numerischen Integration der Differentialgleichung,
bei dem alle héheren Ableitungen der Wellenfunktion vernachlissigt werden. Daher ist es durchaus

nicht verwunderlich, da} diese Resultate denen 3hnlich sind, die man mit der expliziten Nebenbedin-
gung moglichst glatter |/ erhilt.

21 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 11



312 W. H. E. Schwarz:

Wir zerlegen jetzt 4; in %% den normalen Offenen-Schalen-SCF-Operator
fiir das rumpflose System der Pseudoorbitale, und in eine Summe von ,.effektiven
Atomrumpfoperatoren #;* der Atome A:

) G=F+ Y WP, (13)
FH ist gegeben durch A
. A o s .
fH=—7+ij(2Jf_1ff+[|]> Gl A Te)= A (14)
J
Dic #;* ergeben sich dann zu
WA VA—I-VA—I—VA (15)

wobei die V2 die elektrostatischen Potentlale der oben definierten Atomriimpfe
des Molekiils darstellen:

V:-——+zz (16)

reA
VA die entsprechenden Austauschpotentiale (s. Anhang A 4):
Vir =Y A,. 17
reA

Alle restlichen Terme, die wir in ¥;* zusammenfassen, wollen wir Besetzungs-
verbotoperator nennen. Im Falle abgeschlossener Schalen® erhilt man

V== X Inonl

reA

-3 {|r> (=2 = 8 1 2 10+ 8 ) <K+ <r|)}
+ DA 00— Je) ~ (i H2). (1)

<
Im ersten Term haben wir den Hauptanteil von ¥;* abgespalten, wobei die #2
die Orbitalenergien der freien Atomrimpfe darstellen sollen. Der letzte Term
rilhrt daher, daB der Zweiteilchenanteil von %" verniinftigerweise mit den
Pseudoorbitalen gebildet wurde.

In den folgenden Abschnitten sollen nun die wesentlichen Vereinfachungen
eingeflihrt werden.

B2. Konstanz der Atomriimpfe

Wir machen die Annahme, daB die lokalisierten Atomriimpfe von Molekiil zu
Molekiil praktisch konstant bleiben, d. h. daB die

WE=VE+VE—Y o] (19)
reA
umgebungsunabhingig sind.

Fine so starke Umgebungsverinderung wie eine Ionisierung bewirkt zwar eine merkliche Reorgani-
sation des Rumpfes [8, 13, 21, 287, wobei cine ,, Verschiebung® von o- gegen n-Orbitale eintritt und sich
die Rumpfdichte in den AuBenbezirken prozentual stark verindert. Um den EinfluB} der auf eine
Rumpfbeeinflussung zuriickgehenden Verdnderung des effektiven Potentials auf das Valenzelektronen-
system zu untersuchen, wurden mit verschiedenen statistischen und wellenmechanischen Niherungs-
methoden [16, 24] aus SCF-Riimpfen der Atome Na, K, Be und Mg einerseits und der dazugehdrigen

8 Auf den Fall offener Schalen wird im Anhang B eingegangen.
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Kationen andererseits die W berechnet und damit verschiedene Einvalenzelektronenterme bestimmt.
Wie bei vollstandigen Hartree-Fock-Rechnungen {8] kompensieren sich auch hier die einzelnen Ein-
flisse der Reorganisation auf die Valenzelektronenenergie weitgehend; es wurden Energieunterschiede
von wenigen 1073 (Na, K} bis 1072 eV (Be, Mg) gefunden. Der entsprechende EinfluB benachbarter
Atomriimpfe diirfte von noch geringerer Bedeutung sein (vgl. Lit. [6, 7]).

Die Annahme der Rumpfkonstanz, d. h. der Konstanz der #7, bei den in der
Chemie iiblichen Verinderungen der Rumpfumgebung wird demnach zu Fehlern
in der Valenzelektronenenergie von kaum mehr als 10~ 2 eV bei kleineren Systemen
fithren. Bei mehrfacher Ionisierung ist der Fehler aber wohl nicht mehr vernach-
ldssigbar.

B3. Additivitdt der Atomriimpfe im Besetzungsverbotoperator

Es soll jetzt der mittlere Term von GIl. (18) untersucht werden. Durch ihn
héngt der Anteil des Atomrumpfes A des Besetzungsverbotoperators auller vom
Gesamthiillenzustand und speziell von dem Hiillenorbital, auf das er wirkt, auch
von den Atomriimpfen in der Umgebung ab. Der Zweck des KN ist es aber gerade,
die Rechnungen auf das Hiillensystem zu beschrinken. Daher haben schon
Hellmann [32, 33] und Gombas (vgl. Lit. [267]) und spéter auch andere [3, 37, 38,
51, 52, 61, 63] angenommen, daB} sich die effektiven Potentialoperatoren der
Molekiile additiv aus denen der Atome zusammensetzen lassen.

Wegen der Beziehung (5) konnen wir zunachst die #,,-Terme durchaus ver-
nachldssigen.

Bei den weiter unten empfohlenen Modellpotentialen erhilt man Pseudoorbitale, fiir die in der
Regel [{7|j»|? <0.04 und der Energiebeitrag des Pseudopotentials von der GroBenordnung der Ge-
samthiillenenergie ist. Da die Zahl der merklich von Null verschiedenen #,,. kaum groBer als die der
1., ist, diirften die dadurch verursachten Fehler in der Hiillenenergie unter 1%, liegen.

Ganz anders verhalt es sich dagegen mit den 3,,.-Gliedern. Erstens fiihrt
[r> {k'| im Energicausdruck zu Gré8en mit dem Faktor b, a,,, wihrend die Glieder
mity,, die umeine Ordnung kleineren Faktoren a,,q,, enthalten. Zweitens kénnen
in einigen stark heteropolaren Verbindungen (genauer Verbindungen, in denen
die Rumpforbitalenergien eines Atoms mit Valenzorbitalenergien eines anderen

Tabelle 1. Abhdngigkeit der Ovbitalparameter des Cl-Atoms von der Umgebung (in aE)*

System  RumpfgréBen 5, —4*  Hiillenorbitalenergien —(; Wesentliche (7, — i — {)-Werte®
k=Clls Ci2s Cl2p fiir s-AOs fiir p-AOs
KCl*® 528 496 5,00 0,91, 0,34,0,32 5,87 5,34,5,32
LiCl 523 491 496 0,97,0,40,0,38 5,88 5,36,5,34
HC1 510 479 4283 1,12,0,62,0,48 5.91,(5,41) 5,31,(5,45)
HC,CI 506 4,75 4,79 1,19,1,02,0,75,0,67, 0,55, 0,39 5,94,(5,77,5,50,5,42)  5,34,5,18, (5,54, 5,46)
Ci, 505 4,774 4,78 1,22,1,02, 0,60, 0,57, 0,45 5,96, (5,76, 5,34) 5,35, 5,23, (5,80, 5,38)
CICN 502 4,71 475 1,27, 1,20, 0,76, 0,60, 0,47 5,91, (5,98, 5,47) 5,35,5,22,(5,51, 5,33)
Ci 507 476 4,80 1,07,0,51 5,83 5,31
c1zt 403 3,74 381 191, 1,46 5,65 5,27
lolhad 2,63 242 246 293,246 5,35 4,92
Cclet 094 085 0388 4,17 5,02

* Nach SCF-Daten von Clementi [10], McLean [45] und Wahl [22].
b Eingeklammerte Werte: MOs mit einem Chlor-AQO-Anteil unter 0,2.
¢ Nur bei KCl unterscheiden sich die # und ¢ in der letzten Stelle von den kanonischen &.

21*
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»uberlappen®) die 3, viel groBer als die #,,. sein. Die Vernachlissigung der Um-
gebungsunabhingigkeit des 3-Terms kann also zu betrichtlichen Fehlern fithren
(z. B. bei SrO bei einer Gesamthiillenenergie von 450 eV zu iiber 5 eV).

Betrachten wir schlieBlich das Glied |r) (,, — #* — {,) <k|. Wird beispielsweise
die Elektronendichte in der Umgebung des Atoms A verringert, etwa durch
Tonisation oder durch Approximation eines elektronegativen Atoms oder lons,
so werden die Rumpforbitalenergien #,, absinken. Das gleiche tritt aber auch fiir
die Hiillenorbitalenergien ¢, ein, so daf sich beide Einfliisse z. T. kompensieren
werden. In welcher GroBenordnung die Effekte liegen, zeigt Tab. 1. Dort sind fir
das Chloratom in verschiedenen Umgebungen die GrdBen #2 —#,, und die
Energien der Hiillenorbitale {; angegeben. Die Summe aus beiden GroBen in der
letzten Spalte der Tabelle schwankt bei den neutralen Systemen fiir die tiefsten
MOs mit starkem Cl-AO-Anteil um weniger als 0,1 aE’, was zu Veriinderungen
in den Energieintegralen von einigen 10~ 2 ¢V fithren kann. Die Variation von
(1, —n*—{;) wird auBerdem noch durch den oben erwihnten 9-Effekt kom-
pensiert.

Ein wesentlich von Null verschiedenes 3, tritt nimlich immer dann auf, wenn ein {, sehr tief liegt.

Bringt man also ein Atom mit energetisch tiefliegenden Valenzelektronen in die Nihe eines Atoms A,
so treten in Gl. (18) diebeiden Terme X = 3 §i[rd rlund Y=— Y 3..(Ir> <K'| + k') <rl) zusdtzlich

reA reA, k'
auf, deren Erwartungswerte in der Regel verschiedenes Vorzeichen haben.

Beispiel SrO: Das wesentliche 3, hat hier den Wert —0.11 aE mit r == 4p-Sr-Rumpforbital und
k =25-O-Valenzorbital mit p-Sr-Anteil. Mit den mittels eines Hellmann-Modellpotentials berechneten
Pseudoorbitalen erhilt man <k|X|k> = —0.31 aE, <k|Y|k) = +0.25 aE.

Inwieweit ein besonders tiefliegendes {,-Glied aber durch den 9-Anteil energetisch kompensiert
wird, hangt von den Koeffizienten a,,, b, d. h. vom gewdhlten Modellpotential ab, da das X-Integral
von der Ordnung @?, das Y-Integral aber ~a- b, d. h. fiir kleine a von der Ordnung a ist. Modell-
potentiale, die zu wesentlich gréBeren g,, filhren, sind jedenfalls ungiinstig, da nicht nur die Absolut-
betrige der vernachldssigten Terme noch gréBer sind, sondern die Kompensation, zumindest bei
diesem Molekiil, auch schlechter wird.

Um eine Zehnerpotenz groBer sind dagegen die Unterschiede beim Vergleich
mit stark ionisierten Atomen (s. Tab. 1). Nicht nur wegen der Annahme der Rumpf-
konstanz(s. S. 312/313)ist es daher problematisch, Modellpotentiale an experimen-
tellen Spektren hochgeladener Einvalenzelektronenionen zu justieren. Zwar wird
der Fehler bei der Berechnung chemischer Bindungsenergien wegen Kompensation
bei Atomen und Molekiil kaum eine Rolle spielen. Gesamtenergie und die unteren
Orbitalenergien sollten sich aber merklich zu hoch ergeben®. Auf diesen Fehler f,
kommen wir in Abschnitt B 5 zuriick.

7 Die etwas gréBere Schwankung bei den héheren Valenz-MOs wird in Abschnitt B4 besprochen.

8 Dem brauchen die Ergebnisse von lafrate [36] (,,statistische” Fehlerverteilung unabhingig vom
Tonisationsgrad) nicht zu widersprechen, da dort mit einer recht ungiinstig gew#dhlten minimalen
Funktionenbasis gearbeitet wurde (s. Lit. [56]). Aus dem gleichen Grunde gestatten auch die Arbeiten
zur Pseudopotentialmethode von Szasz [59, 60, 617 und Preuss [52] keine genaueren Aussagen. Die
in den genannten Arbeiten erhaltenen Energiewerte konnen z. T. um mehr als 10% abgesenkt werden,
wenn mit einer flexibleren Funktionenbasis gerechnet wird.

Tatséchlich ist nach den ersten sauberen Rechnungen mit dem KN von Koch et al. [37, 38] an
C1” und HCI, bei denen das Modellpotential am CI®*-Spektrum justiert war, die 3s-Cl-Orbital-
energie um ~ 1 eV zu hoch. Entgegengesetzte Resultate bei 2sF sind vermutlich auf das fiir p-Orbitale
hier ungeeignete “cut off’-Potential zuriickzufithren. Die {r*>-Werte fiir die Kochschen p-F-Orbitale
errechnen sich zu groB, entsprechend ist das s-Orbital stark kontrahiert (~ 30%), im Gegensatz zu den
viel genaueren Resultaten bei Cl.
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Zusammenfassend stellen wir fest, dal3 wir (unter den genannten Einschrin-
kungen) alle Atomriimpfe eines Elementes in einem Molekiil durch den gleichen
effektiven Potentialoperator beschreiben kénnen, indem wir in Gl. (18) die #,,.-
und die 9,,-Glieder vernachlissigen und gleichzeitig fiir (n,, — 72 — {,) den dem
freien Atom entsprechenden Wert cinsetzen:

WERVEL VI T I 6 =) Ol T Q0 =)~ (i = 42), (20)
reA k

wobei ¢* die Rumpforbitalenergien des freien Atoms A und ¢ die Energien der

Valenzorbitale des Atoms A sind, die am Aufbau des Hiillen-MOs k beteiligt

sind. In den kritischen Fillen bei stark polaren Verbindungen ist ¢ viel héher

als {;, wodurch dem 9-Effekt Rechnung getragen wird.

Damit hiingt #;* nur noch von der Symmetrie und der Form des einen Hiillen-
orbitals ab, auf das es wirkt. Beim Ubergang zu stark ionisierten Systemen oder
zu stark polaren Schweratommolekiilen kann dagegen Gl. (20) zu nicht vernach-
lissigbaren Fehlern fiihren. Die Naherung der Additivitdt umgebungsunab-
hingiger Atomrumpi-Pseudopotentialoperatoren ist also in vielen, keineswegs
aber allen Fallen, zuldssig.

B4. Pseudolokales Besetzungsverbotpotential

Im Rahmen der statistischen Niherung [24, 26, 32, 33] erhilt man fiir das
effektive Potential eines Atomrumpfes einen nur von der Nebenquantenzahl
abhingigen Ausdruck ®. Damit wird die Naherung

Y= e Kl Y VEACS) Prm 21
. reA I.m
mit ,
vollstandiges
far)-System
P= 3 |nlm) <{nim| 22)

n

nahegelegt (vgl. Lit.[1, 3, 4, 16, 31]), die auch der Naherung (20) angepalt ist.
Der Integraloperator (21) wirkt nur auf die Winkelkoordinaten und ist fiir AOs
gleicher Symmetrie durch ein lokales Potential V{* *° beschreibbar, das nur von
der Nebenquantenzahl [, nicht aber mehr von der Hauptquantenzahl bzw. der
Orbitalenergie des Orbitals abhiingt, auf das es wirkt. Damit ist zwar unser Rechen-
verfahren nur noch hinsichtlich der Innerhiillen-Elek tronenwechselwirkung selbst-
konsistent; dies fithrt aber zu einer betrdchtlichen numerischen Vereinfachung
gegeniiber der Methode, wie sie von Ohrn [48], Hazi [30], Szasz [62] und auch
Logatchov [42] zur Berechnung von Ein- und Zwei-Elektronen-Einzentren-
problemen verwendet wurde, wihrend der Genauigkeitsverlust gering ist und
nach ersten Rechnungen bei giinstig gewihlten V{* zu Fehlern von hochstens
wenigen Promille in der Energie fithrt [38, 55, 56].

° Helimann [32] hat gezeigt, daB sich die V* (s. Gl. (21)) in erster Niherung um I(! + 1)/2r? unter-
scheiden. Da man bei Atomen — 4/2 in eindeutiger Weise in einen Radial- und einen Winkelanteil

aufspalten kann, kann man —A4/2+ V2 durch — 4,/2+ V.4, ersetzen, wobel V4 auch von [
unabhingig ist. Ein solches Verfahren ist bei Molekiilproblemen naturgemaB unmoglich.

10 Auf eine geeignete Wahl der Potentialfunktionen wird in Abschnitt C 1 eingegangen.
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Zur quantenmechanischen Rechtfertigung sei gesagt, daB sich (21) unter
folgenden zwei Voraussetzungen ableiten 140t.

1. Pseudo-AOs gleicher Nebenquantenzahl zeigen trotz verschiedener Haupt-
quantenzahl im Bereich der Rimpfe gleiche r-Abhéngigkeit.

Dies ist niherungsweise erfiillt: Die Pseudoorbitale sind im Bereich der
Riimpfe knotenlos und weisen bei geeigneter Wahl von V7 eine geringe Schwan-
kung auf[4, 16, 56, 62]. Rechnungen an Alkali- und Erdalkalimetallatomen haben
weiterhin gezeigt, daB die Radialknoten der angeregten Pseudoorbitale weit
auBerhalb der Rimpfe liegen und daB} insbesondere der Ausdruck

(arkar’k’ - ark'ar’k)/(arkar'k' + ark'ar’k) s (23)

von dessen Verschwinden in der Ableitung von Gl. (21) Gebrauch gemacht
werden kann, nur einige Prozent grof ist.

2. Die GroBen (g — &) seien unabhingig von k, d. h. von Konfiguration und
Besetzungszahl der Valenzschale. '

Auch dies ist eine grobe Niherung. Da beispielsweise (¢f — ¢2) in der Regel
bei Anregung des Valenzelektrons k um bis zu einige Prozent ansteigt (s. Lit. [ 107),
ist zu erwarten, daB ein Besetzungsverbotoperator der Form (21) fiir angeregte
Zustinde zu klein ist und zu zu tiefen angeregten Termenergien fiihrt. Dies wird
durch erste Rechnungen bestitigt [38, 55]. Dies 148t sich auch folgendermaBen
einschen: Bei der Approximation (21) sind die k, k' aufeinander orthogonal,
wihrend eigentlich nach Gl. (9) <klk'> =Y a,.a, = o sein sollte, was aber nach

Gl. (23) #0 ist (beim Hellmann-Potential ist ¢ von der GréBenordnung 10~ 2).
Das fithrt dazu, daB die nach Gl. (21) berechneten héheren Pseudoorbitale auch
einen Anteil der GréfBe ¢ an tieferen Hillenorbitalen enthalten und dement-
sprechend auch eine bis zu einige Prozent zu tiefe Orbitalenergie haben. Aller-
dings spielt bei hoheren Orbitalen das Besetzungsverbotpotential nur noch eine
geringe Rolle und auBerdem wird der Anstieg von e eines angeregten Elektrons
teilweise dadurch kompensiert, daB die iibrigen &5 und die & im Schnitt ein wenig
absinken (s. Lit. [ 10]).

B5. Einfliisse von zweiter Ordnung in der Uberlappung von Rumpf
und Hiillenorbitalen auf die Innerhiillen-Elektronenwechselwirkung
sind vernachldssigbar

Im KN wird naturgemiB der Zweiteilchenanteil des Hiillen-SCF-Operators
ZH_Gl. (14), aus den Pseudoorbitalen gebildet, wihrend eigentlich die auf den
Riimpfen orthogonalen und normierten wahren Hiillenorbitale zu verwenden
sind 1*. Daraus resultiert der letzte Term von Gl. (18) bzw. (20). Bei seiner Ver-
nachlissigung begeht man einen Fehler f; der Ordnung S% ~ o, oder anders aus-
gedriickt ~(1 — S;p), der zu zu tiefen Energien fithren wird, da die Pseudoorbitale
ausgedehnter sind als es der wahren Valenzelektronendichte entspricht (es fehlen
die inneren Knotenflichen). Damit wird aber f; z. T. durch den Fehler f, kom-
pensiert, der durch die Vernachléssigung der Abhéngigkeit des Pseudopotentials

11 Aufdiesen Punkt hat schon Szasz [61] hingewiesen. Dort wurde allerdings der Renormierungs-
faktor auBer acht gelassen.
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von Zahl und Anregung der Valenzelektronen entsteht und der von gleicher Ord-
nung ist (Abschnitt B3 und B4). Weiterhin sei darauf hingewiesen, daB3 bei ver-
niinftiger Wahl des effektiven Potentials die Rumpfhiilleniiberlappung in den
meisten Fillen <0,2 und S,; > 0,96 ist [56, 6212

Beispiel 1522s?Be. Wir verwenden die einfachen Orbitale 1s=r~exp(—3.7¢) und 2s=k
~ (1 +7) exp(—0.975r) und erhalten®

f1= <k 20— J) — (A — ) k>
= — {85 + 2,0 — 28,4 rklkk)} + 0(Sf) ~ —0.05 aE
fo= Sf;(J,,; —Jw) + (O(Sf'k) ~ +0.02aE.

Die drei Vereinfachungen Atomrumpfadditivitit, pseudolokales Besetzungs-
verbotpotential und vereinfachte Berechnung von %" kénnen also jede fiir sich
zu betriachtlichen Fehlern fithren, die sich aber gegenseitig weitgehend kom-
pensieren werden. Unser gendherter Pseudo-Fockoperator 4 (Gl (12)) lautet
damit

G=GH L Y (VA+VE+VE a+ Y VEP)=F "+ Y WD, (24)
A A

I,m

C. Bemerkungen zur Durchfiihrung des KN

C 1. Bestimmung der Potentialfunktionen V{* bzw. W

Die Potentialfunktionen ¥ koénnen durch eine vollstindige Hartree-Fock-
Rechnung fiir das freie Atom [62] oder, weniger genau, nach verschiedenen
wellenmechanischen oder statistischen Niherungsmethoden [55] berechnet
werden. Der Hauptnachteil dieses Verfahrens ist aber, daB man fiir die V;* kom-
plizierte analytische Ausdriicke erhilt, die noch um die elektrostatischen, Aus-
tausch- und Korrelationspotentiale erweitert werden miissen, und die bei Molekiil-
rechnungen zu einer Vielzahl von Zwei- und Dreizentrenintegralen fithren. Daher
scheint noch immer der Hellmannsche Vorschlag [32] der beste Kompromil3 zu
sein, das gesamte effektive Potential W}* durch einen an experimentellen Atom-
energien adjustierten einfachen analytischen Ausdruck zu beschreiben. Nach der
Diskussion in Abschnitt B3 sollte man allerdings bei Atomen mit mehreren
Valenzelektronen an den Energien der neutralen und einfach geladenen Systeme
justieren, auch wenn dazu Valenz-CI-Rechnungen notig sind.

Bei der Auswahl des Modellpotentials sind zwei Punkte zu beriicksichtigen.

1. Theorie und Erfahrung [55] lassen es vorteilhaft erscheinen, einen analy-
tischen Ausdruck zu verwenden, der bei mittleren Kernabstinden kleiner als
—Z,/r ist (Z;= Ladung des Atomrumpfes) und erst bei kleinen r stark ansteigt.

2. Um die bei schweren Elementen besonders wichtige Spin-Bahn-Kopplung
richtig erfassen zu konnen, ist es notig, dal} das effektive Potential das elektro-

12 Logatchov [42] hat inzwischen eine Pseudopotentialmethode fiir Zweielektronensysteme ent-
wickelt, in der die Abhingigkeit des Besetzungsverbotoperators von der Orbitalenergie {;, wie auch
der letztgenannte Effekt durch Verwendung eines ,selbstkonsisten” effektiven Potentials der Form
VA, & —xi) [1,2] beriicksichtigt wird, wobei x, aus Zweielektronenintegralen eines neuen Typs
besteht. Ob dem zusitzlichen numerischen Aufwand ein entsprechender Genauigkeitsgewinn gegen-

iibersteht, ist allerdings unter Beriicksichtigung der tibrigen Niherungen fraglich.
13 Die Integrale <rk|kk)> haben Werte von der GroBe J ;- S ;.
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statische in Kernnéhe approximiert, und zwar so gut, daB dort auch Orbitale und

Pseudoorbitale einander dhnlich sind, so daBl Matrixelemente wie <% —d%> und

d . . . L
<V ﬁ> mit effektivem Potential und Pseudoorbital richtig erhalten werden
koénnen, was mit den bisher verwendeten Ansétzen [2, 31, 32, 38, 39, 50, 52, 60]
nicht moglich ist.
Die einfachsten Ansitze, die fiir Rechnungen mit Gaul3- bzw. Slaterorbitalen
geeignet sind, sind dann
(Z— N)+ N exp(—ar?)

W= — ; + Bre (25a)

bzw.
(Z—N)+ N(1 + ar)exp(—ar) 4 Bre-#
r

(25b)

Wh= -

(N =Zahl der Rumpfelektronen). Die Parameter « und  wéren so zu wihlen, da3
Energie und Feinstruktur des Grundterms reproduziert werden. (Die Wahl von B
ist ziemlich belanglos; vgl. Lit. [55, 56].)

Im Gegensatz zu Gl. (25) haben theoretisch berechnete effektive Potentiale meist mehr als einen
Potentialberg (s. z. B. Lit. [26, 55]). Da aber nur die dulerste Rumpfschale merklich mit den Pseudo-

orbitalen iiberlappt (die ibrigen S,; sind um mindestens eine GroBenordnung kleiner), ist nur der
#ulerste Potentialberg von wesentlicher Bedeutung, was auch Rechnungen bestitigt haben.

C2. Der Pseudohamiltonoperator des Hiillensystems

Der dem Fock-Operator ¢ (Gl. (24)) entsprechende Hamiltonoperator fiir das
Hiillensystem lautet nun (vgl. Anhang A3)

H = Z (—4;2+ ; Wete () + .Z"l/rjj' (26a)
mit
W= Z WE - P (26b)

Wihlt man fiir die Wellenfunktion einen LCAO-MO- oder UA—CI-Ansatz, lassen
sich die Matrixelemente von ¥ relativ einfach berechnen. Zur Bestimmung
der bei Molekiilen auftretenden Mehrzentrenintegrale {¢®|#. |<pB> entwickelt
man ¢p, nach bei A zentrierten Kugelfunktionen, auf die dann W4 leicht an-
gewendet werden kann:

eff |(91 ) = Z WA|fzm((P1 ) (27

Dabei ist @B, ein bei B zentriertes AO mit der Nebenquantenzahi [ und der auf
eine auf A gerichtete Achse bezogenen magnetischen Quantenzahl m. Der bei A
zentrierte vollstindige Kugelfunktionensatz sei {¥%,,} und



Das Kombinierte Naherungsverfahren. I 319

Damit ist
(W5 o®> = lZ S @NWE fim(@®)) . (29)

Wenn wenigstens eines der beiden Orbitale bei A zentriert ist, wird aus GI. (29)
einfach

oMW el 9> = LpH [ Wigon)l0®) . (30)

Man beachte, daB3 das Besetzungsverbotpotential in Gl. (30) allein von dem am
gleichen Zentrum lokalisierten Orbital bestimmt wird.

Wenn dagegen beide Orbitale an anderen Zentren sitzen, ist Formel (29) etwas
unhandlich, besonders wenn man die iiblichen Integralprogramme verwenden
will. Nun ist aber der l-abhéngige Teil von W} nur im Rumpfgebiet von A merklich
von Null verschieden. Man kann daher ohne groBen Fehler in Gl. (27) ¢}, durch

im ™

€2y

B ¢y, im Rumpfgebiet von A
0 sonst

ersetzen. Weiterhin ist anschaulich klar, daB von den Koeffizienten (x4, |®F,>
von Gl. (28) der mit I = m die Hauptrolle spielt. Es bietet sich dann die Niherungs-
formel**

1
5 Wi+ W3

(| W g%~ <¢° <pB> (32)

an, wobei die Hermitezitdt von # beriicksichtigt wurde. Man kann also # %

€

niherungsweise durch W} ersetzen, wobei das [ so zu wihlen ist, daB es der
wlokalen Symmetrie“ von ¢® im Zentrum von #%; entspricht.

Eine andere Begriindung fiir diese Niherung ist: Der Besetzungsverbotoperator ¥/ soll die
Orthogonalitdt auf dem Rumpf A simulieren. Orthogonalisiert man nun direkt das Valenz-Pseudo-AO
¢y, auf dem Rumpf von A, so hat den gréBten Koeffizienten der Rumpf-AOs von A ein solches mit der
Nebenquantenzahl m. Ein numerischer Beleg dafiir findet sich in Tab. 2. SchlieBlich sei bemerkt, daB
die approximierten Mehrzentrenintegrale sowieso nur klein sind und einige Zahntel eV nicht iiber-
steigen, und daB sich in den meisten Fillen die verschiedenen W nur wenig voneinander unterscheiden.

Tabelle 2. Uberlappung von Rumpf-AOs und Hiillenpseudo-AQs am anderen Zentrum bei Na,
(Abstand 6 aE)

Pseudovalenz-AO Rumpf-AO
»okale Sym.“ 1s 2s 2po 2p,

3s s 0.006 0.057 0.033 0

4s s 0.004 0.036 —0.017 0

3po s 0.014 0.139 0.039 0
3d, s 0.013 0.119 —0.001 0
3p, p 0 0 0 0.024
3d, p 0 0 0 0.036

C3. Die Rumpf-Rumpf-Wechselwirkung

Die Energie eines Molekiils, bezogen auf die einzelnen nackten Atomriimpfe,
besteht aus zwei Anteilen: der Energie des Hiillensystems als Eigenwert des

4 Man beachte: Die Achsen, auf die sich my und mc beziehen, sind nicht notwendig parallel.
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Operators (25) und der Wechselwirkungsenergie der Riimpfe. Der Hauptanteil
letzterer wird durch die AbstoBung entsprechender punktférmiger Ionen erfalit.
Die iibrigen Anteile, wie Korrekturen fiir elektrostatische AbstoBung und
kinetische Energie wegen der (geringen) Rumpf-Rumpf-Uberlappung und die
Energien der gegenseitigen Polarisation und Korrelation der Riimpfe, brauchen
nur bei Abstinden, die kirzer als der Gleichgewichtsabstand sind, beriick-
sichtigt zu werden. Ein einfacher Korrekturausdruck findet sich in Lit. [55].

D. Abschlieffende Bemerkungen

Um die Leistungsfahigkeit des KN genau beurteilen zu kénnen, sind nun noch
die folgenden Fragen zu kldren:

1. Mit Hartree-Fock-Rechnungen an Atomen ist zu prifen, inwieweit sich
die Verdnderung des Besetzungsverbotoperators durch Anregung oder Ionisation
gegen den Fehler in der mit den Pseudoorbitalen berechneten Innerhiillen-
Elektronenwechselwirkung kompensiert.

2. Hartree-Fock-Rechnungen an schweren Atomen miissen zeigen, wie genau
Rumpf-Hiillen-Korrelation und relativistische Effekte bei Verwendung eines
einfachen effektiven Potentials erhalten werden konnen.

3. Volistindige Rechnungen an Atomen sind heranzuziehen, um festzustellen,
ob die Innerhiillenkorrelationsenergien mit Pseudoorbitalen reproduziert werden
koénnen.

4. Mit Hartree-Fock-Rechnungen an heteropolaren und Schweratom-Mole-
kiilen ist zu untersuchen, ob noch sinnvolle Ergebnisse erhalten werden kénnen,
wenn auch in diesen Fillen das effektive Molekiilpotential additiv aus konstanten
Atomrumpfanteilen zusammengesetzt wird.

In folgenden Arbeiten soll zur Kldrung dieser Probleme beigetragen werden.

Anhang A

1. Rumpfseparierbarkeit
Die Wellenfunktion ¥ des Gesamtsystems soll darstellbar sein als

W:M(HdiA-cDH),

wobei @, O" antisymmetrisierte Funktionen der einzelnen Atomriimpfe A
bzw. der Hiille H sind. Das bedeutet die Vernachlissigung der Korrelation
zwischen den Riumpfen und ihrer Umgebung. Diese ist zwar besonders bei
schweren Atomen ganz betrdchtlich [9] (s. auch [44, 47, 56, 65]). Es hat sich aber
gezeigt (Lit.[7a,17,19,43,49, 57] und eigene Rechnungen), daB sie mit halbtheoreti-
schen oder empirischen Polarisations- bzw. Korrelationspotentialen bei miafigem
Aufwand auf einige 10~ 2 eV bestimmt werden kann.

Die Rumpf-Rumpf-Korrelation kann in fast allen Féllen ganz vernachldssigt werden [55].

Der einfachste Ansatz fiir die Bestimmung der viel gréBeren Rumpf-Hiillen-Korrelationsenergie
ist ein lokales Einelektronen-Korrelationspotential. In einer solchen Niherung ist aber die Rumpf-
Hiillen-Kotrelation anndhernd additiv, d. h. daB man beispielsweise fiir die 1s —2s-Korrelations-
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energie von 1s22s”Be etwa das Doppelte enthilt wie bei 15225 Be*. Berechnet man aber die Rumpf-
Hiillen-Korrelation in adiabatischer Naherung [19,49] aus den Polarisierbarkeiten der Rimpfe, so
ergeben sich die den Hauptanteil bildenden Dipolterme fiir ein einfach und fir ein zweifach besetztes
s-Valenzorbital als gleich. Auch ein Vergleich der wenigen genauer bekannten Daten iiber die Inter-
schalenkorrelation 10,12, 14, 15,44, 47, 65, 66] zeigt, dall die Korrelation des Rumpfes mit einer
s%-Valenzschale nur wenig gréBer ist als mit einer s-Valenzschale.

Wenn man also die Rumpf-Hiillen-Korrelation durch ein einfaches Potential beschreiben will,
etwa durch implizite Frfassung in einem an experimentellen Energien adjustierten effektiven Potential,
so ist zu erwarten, daB diese Naherung bei Ubergang zu Mehrvalenzelektronensystemen bei schwereren
Atomen zu merklich zu tiefen Energien fiihrt. Solange man aber nur eine Potentialkurve eines moleku-
laren Systems berechnet, diirften die Fehler bei Molekiil und getrennten Atomen dhnlich groB sein
und daher keine Rolle spielen, besonders in den Fillen, in denen sich die Polaritéit des Systems bei der
Bindungsbildung nicht sehr stark #ndert. Bei der Dissoziation von stark polaren Bindungen zu
neutralen Bruchstiicken oder bei der Ionisation k6nnen bei Systemen mit schweren Atomen Fehler
von iiber 0,1 eV auftreten. Eine weitere Fehlerquelle besteht bei schweren Elementen darin, dafl die
Korrelation in erster Linie ein Winkeleffekt ist *, wihrend ein einfaches Korrelationspotential einen
Radialeffekt beschreibt und zu einer zu starken Kontraktion der Wellenfunktion fithrt. Dieser Effekt,
der im allgemeinen bei der Diskussion der Korrelationspotentiale iibersehen wurde, macht sich bei
den schweren Elementen, bei denen die Interschalenkorrelation einen betriichtlichen Anteil der
Valenzelektronenenergie ausmacht, aber auch bei Anionen bemerkbar.

Es diirfte also der einfachste Weg sein, zunichst mit einem FEinelektronen-
Korrelationspotential die Rumpf-Hiillen-Korrelation zu beschreiben und in den
genannten kritischen Fallen von stark polaren Schweratom-Systemen nachtriglich
Korrekturen anzubringen.

2. Nichtrelativistische Born-Oppenheimer-N dherung

Besonders in diesen Fillen sind auch relativistische Einfliisse auf die Valenzelektronenenergie
nicht mehr vernachldssigbar. Einfache Korrekturmoglichkeiten bei den leichteren Elementen hat
Clementi angegeben [11, 13, 297. Bei sehr schweren Elementen diirfte eine explizite Behandlung dieser
Effekte mittels des Breitschen Operators [5], insbesondere der Spin-Bahn-Wechselwirkung, un-
umginglich sein. Auf die Moglichkeit dessen im Rahmen des KN wurde in Abschnitt C1 hingewiesen.

Da nach den bisherigen Erfahrungen [37, 38, 56, 62, 63] die Potentialkurven von Molekiilen
(abgesehen von sehr kleinen Abstinden) mit dem KN recht gut erhalten werden und die Pseudo-
wellenfunktionen die wahren ¥ bei mittleren und groBen Kernabstdnden ausgezeichnet reproduzieren,
konnen notfalls auch im KN Massenpolarisations-, adiabatische und z. T. auch nichtadiabatische
Korrekturen [35] angebracht werden.

3. Nachtrdgliche Beriicksichtigung der Innerhiillenkorrelation

Der von McWeeny [46, 48] entwickelte exakte Pseudopotential-Dichte-
matrizenformalismus ist so unhandlich, daf3 die Einfithrung der SCF-Niherung
unumgénglich erscheint. Das bedeutet die zusitzliche Vernachldssigung der
Innerrumpf- und der Innerhiillen-Korrelation. Wahrend der Einflull der ersteren
auf das Valenzelektronensystem und die Hiillenenergic wohl unbedeutend ist,
mufl die Frage, inwieweit die nachtrdgliche Wiedereinfilhrung des Valenz-
elektronen-Korrelationsproblems durch Verwendung einer r,- oder einer CI-
Entwicklung der Valenzelektronen-Pseudowellenfunktion zu richtigen Korrela-
tionsenergien fithrt, an Hand numerischer Rechenergebnisse gepriift werden.
Erste Resultate [56] lassen darauf schlieBen, daB der Fehler in der Korrelations-
energie eines Elektronenpaares unter 0,1 eV liegt.

13 Dies gilt selbst fiir die K-Schale mit Ausnahme von H™, wo E > E2"¢ st [18].

corr corr
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4. Lokales Rumpf-Hiillen-Austauschpotential

Um die Beschreibung der Rumpfeinfliisse zu vereinfachen, ist es angebracht,
den nichtlokalen Rumpf-Austauschoperator durch das von Gombas korrigierte
[27, 54] oder das halbtheoretische adjustierte [17, 34, 40, 41, 67] statistische lokale
Austauschpotential zu ersetzen:

=S A RV,.

V, approximiert den Austauschoperator recht gut, da damit nicht nur die Rumpf-
Hiillen-Austauschenergien auf wenige 10~ eV genau erhalten wurden, sondern
auch andere Erwartungswerte wie {r~')> und {r?) gegeniiber den Hartree-
Werten verbessert wurden.

Anhang B

Im Falle offener Schalen treten in ¥;*, Gl. (18), noch zusétzliche Glieder mit 4~
auf, und zwar aus drei Quellen:

1. Der Hauptanteil stammt aus dem SCF-Operator, Gl. (2), aus dem wir
beim Ubergang zu '

ZA Lir> <rly 4714 @)
abgespalten haben. Da 4" in den meisten Féllen tiberwiegend positiv ist [64],
liefert der Ausdruck (I) einen positiven Beitrag zur Energie, der von der Ordnung
SZist, (im Falle des Grundzustands halbvoller Schalen nur Austauschintegrale
enthilt) und an der auf S. 316 u. besprochenen Fehlerkompensation der vereinfacht
berechneten Elektronenwechselwirkung teilhat.

Die Terme 2. und 3., von denen besonders 2. den ersten in der Regel vermindert,
ergeben sich folgendermaBen.

2. Die Orbitalenergien, die bei offenen Systemen nicht mehr den Ionisierungs-
energien entsprechen, enthalten ebenfalls Anteile mit 4. Wir wollen daher den
dritten Term von Gl. (20) durch

2 I & =& <7l

reA

ersetzen, wobei die neuen Orbitalparameter & die Bedeutung
g=h+3 fr2Jy — Ky)
=

haben, die sich im Gegensatz zu den & bei Erhhung der Valenzelektronenzahl

recht kontinuierlich dndern. Damit sind die &/ in erster Naherung unabhingig
vom Term einer Konfiguration. Es resultiert fiir “VjA das Glied

= 2> (N, + (1 = 2f)N;;) <1l ey

reA .

3. SchlieBlich enthilt ¥;* den auf das Atom A entfallenden Anteil der Differenz

der mit den Orbitalen bzw. mit den Pseudoorbitalen gebildeten Kopplungs-

operatoren von # ™, d. h. von

— (XL G AT (F=XhH WG4 am
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Estreten also keine wesentlichneuen Effekte auf, und daher sollten sich nach dem
KN offene Systeme mit etwa der gleichen Genauigkeit behandeln lassen wie
abgeschlossene. Dies scheint durch die schon zitierten Modellrechnungen von
Koch und Kutzelnigg [37, 387 bestiitigt zu werden.

Zur Berechnung von Integralen wurde das QCPE-Programm Nr. 29 [58] verwendet.

Dank. Mein besonderer Dank gilt Herrn Professor Dr. H. Hartmann fiir die Erméglichung
dieser Arbeit, Herrn Dr. E.-A. Reinsch fiir viele Diskussionen bei der Abfassung des Manuskriptes,
Herrn Doz. Dr. W. Kutzelnigg fiir wertvolle Hinweise und Herrn R.-J. Koch (Gottingen) fiir die
vorzeitige Mitteilung unverdffentlichter Resultate. Zu Dank verpflichtet bin ich weiterhin der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft fiir finanzielle Unterstiitzung und dem Deutschen Rechenzentrum
Darmstadt fiir Rechenzeit.
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